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RESUMEN:  En  este  trabajo  se  analizan  las  bifurcaciones  no  suaves  no  convencionales  también  llamadas  deslizantes    en 
un  sistema  con  múltiples  límites  de  discontinuidad.    El  método  de  seguimiento  de  puntos  singulares  (SPT)  es  probado 
para  localizar  las  bifurcaciones  en  un  oscilador  rotativo  de  doble  leva.  Los  resultados  indican  que  el  método  SPT 
puede  ser  utilizado  para  analizar  diferentes  tipos  de  sistemas  no  suaves  que  presentan  dinámicas  deslizantes  complejas.
PALABRAS CLAVE: Sistemas no suaves, sistemas de Filippov, bifurcaciones deslizantes, límite de discontinuidad, osciladores, fricción. 
ABSTRACT:  In this work, nonsmooth and non-conventional bifurcations, also called sliding bifurcations are analyzed in a system 
with multiple discontinuity boundaries. The singular point tracking (SPT) method is used to locate bifurcations in a rotational oscillator 
with double cam. The results indicate that SPT method is useful to analyze different nonsmooth systems with complex sliding dynamics. 
KEYWORDS: Nonsmooth systems, sliding bifurcation, Filippov systems, discontinuity boundary, oscillators, friction.
1.  INTRODUCCIÓn
Fenómenos como impacto, fricción, histéresis, 
saturación y  conmutación  han sido considerados   
fenómenos no suaves.  El comportamiento de las 
dinámicas y sus bifurcaciones en sistemas no suaves 
se han estudiado intensivamente en los últimos años 
[1], [2], [3], [4], [5]. La no suavidad está asociada a 
las discontinuidades que se presentan en las variables 
de estado o en sus derivadas. 
Desde el año 2000 los sistemas no suaves han sido 
clasiﬁ  cados de acuerdo al grado de discontinuidad de 
las órbitas y de los campos vectoriales [6]. En cada 
clase se han generado trabajos teóricos y empíricos 
para mejorar su conocimiento. En la primera clase se 
incluyen sistemas cuyo campo vectorial f es continuo 
y tiene discontinuidades en su primera derivada o en 
derivadas de mayor orden. Un ejemplo es el sistema 
Masa Resorte Amortiguador con topes elásticos 
en uno, o ambos extremos de su carrera [6]. En la 
segunda clase se incluyen los sistemas descritos por 
ecuaciones diferenciales con discontinuidad en el 
lado derecho que también son llamados sistemas de 
Filippov o deslizantes.  El campo vectorial  de estos 
sistemas es discontinuo y es típico por ejemplo de los 
sistemas con fricción seca [4].  En la tercera clase se 
incluyen los sistemas con saltos en los valores de las 
variables de estado.  Es típico en  los sistemas con 
topes no elásticos en los que se produce  impacto y son 
modelados suponiendo una deformación despreciable 
y un tiempo de fenómeno muy corto [1].
Existe un completo juego de herramientas matemáticas 
para analizar bifurcaciones si el sistema no presenta 
discontinuidades, es decir, si el sistema es suave. 
Sin embargo, muchas aplicaciones físicas deben ser 
modeladas como sistemas dinámicos no suaves. En 
todos estos casos no se puede aplicar de forma directa 
la teoría de sistemas suaves, lo cual ha llevado al 
surgimiento de una nueva teoría, la teoria de sistemas 
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fenómenos inducidos por las discontinuidades [7].   
Este trabajo está  motivado en la necesidad de analizar 
sistemas con un número creciente de discontinuidades 
de forma que los resultados puedan aplicarse a la 
complejidad de los sistemas reales. Los dos métodos 
conocidos para el análisis de bifurcaciones deslizantes 
[8],[5] están basados en la aplicación de problemas 
de frontera, pero cuando un sistema  presenta varios 
segmentos deslizantes o es de orden superior a tres, 
se diﬁ  culta la aplicación. Otro método complejo y 
con varias restricciones usado por di Bernardo et. al. 
[7],[9], es el mapa de discontinuidad (discontinuity 
map), el cual tiene muchos problemas de aplicación en 
sistemas complejos.  Recientemente ha sido propuesto 
el método de seguimiento de puntos singulares SPT 
[10] [11] [12] [13] [14]  que a diferencia de los 
anteriores se basa en la codiﬁ  cación de la información 
disponible en el límite de discontinuidad y su mejor 
característica es que permite identiﬁ  car  elementos 
en órbitas  complejas  que incluyen muchos puntos 
singulares de diferentes características.  
El trabajo se organiza de la siguiente manera. En la 
Sección 2 se referencian las principales bifurcaciones 
deslizantes,  el método de Filippov y el método de 
seguimiento de puntos singulares SPT. En la Sección 
3 se presenta el modelo del oscilador rotativo de 
doble leva. En la sección 4 se prueba el método SPT 
en el modelo para evaluar la utilidad del método en la 
localización de bifurcaciones deslizantes en sistemas 
con múltiples límites de discontinuidad.  Finalmente, 
las conclusiones se presentan en la Sección 5.
2.    ANTECEDENTES  ACERCA  DE  LOS 
METODOS Y  LAS  BIFURCACIONES 
DESLIZANTES.
Un tipo de bifurcaciones inducidas por discontinuidades 
y recientemente referenciadas son las llamadas 
bifurcaciones deslizantes. Cuatro de las  bifurcaciones   
de ciclos límite no suaves de co-dimensión uno son: 
“Grazing-sliding”[7] o “Touching” [15], “Switching-
sliding” [7] o “Bucking” [15] , “Crossing-sliding”[7]
[15] y “Multi-sliding”[7] o “Adding” [15] . La más 
importante característica de los sistemas de Filippov 
es la posibilidad de movimiento restringido en un 
subconjunto del espacio de estados, en la frontera 
de discontinuidad.  Este movimiento restringido es 
frecuentemente referido como deslizante [16]. La 
solución de la  dinámica deslizante queda conﬁ  nada 
en un entorno del  límite  de discontinuidad y puede 
analizarse  por medio de dos métodos equivalentes: 
El método convexo de Filippov  [17] y el control 
equivalente de Utkin [16].
El ﬂ  ujo en los sistemas de Filippov del sistema puede 
representarse como:
( , )
( , )
i i
j j
f x para Z
f x para Z
 
  
 
x                                   (1)
donde fi y fj son funciones vectoriales  suﬁ  cientemente 
suaves; Zi y Zj son los correspondientes espacios de 
estado (o zonas de cada f) y αR es el parámetro. Las 
zonas dependen de la función escalar  H(x,α) deﬁ  nida 
por:
 
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: ( , ) 0
: ( , ) 0
n
i
n
j
Z x R H x
Z x R H x
  
  
                        (2)
Entre Zi y Zj el sistema tiene el límite de discontinuidad 
(LD) el cual es asumido como  un hiperplano suave.   
El LD es simbolizado por Σij  y descrito por
  : ( , ) 0
n
ij x R H x                              (3)
Cuando se presenta deslizamiento en el LD, el método 
de Filippov [17] da como solución,  una combinación 
convexa   G(x,α) de los vectores  fi y fj que son la 
evaluación  de la ecuación (1)  en el punto x*Σij.  El 
vector G  es calculado como:
* * * ( , ) ( , ) (1 ) ( , ) i j x x x    G f f        (4)
Donde λ es un parámetro deﬁ  nido en función de las 
proyecciones de los campos vectoriales en el vector 
tangente Ht deﬁ  nido como fi
t= < Ht , fi >
 y   fj
t= < Ht , fj >   donde < … >  denota un producto 
escalar.
* * ( ), / ( ), t j t j i H x H x   f f f                 (5)
Las bifurcaciones de ciclos en los sistemas de Filippov 
se dan cuando ante el cambio de un parámetro, la 
trayectoria hace contacto o deja de contactar un sector 
deslizante en el límite de discontinuidad.  El soporte 
matemático de este tipo de bifurcación está basado 
en la equivalencia topológica de la órbita  propuesta 
por  Kuznetsov [15]. Las bifurcaciones de ciclos 
pueden clasiﬁ  carse como locales o globales  [15]. De Luque et al 162
Todas las bifurcaciones que involucran ciclos que no 
se desaparecen son clasiﬁ  cadas como globales.
2.1  Bifurcaciones  deslizantes
La secuencia de cambio en los ciclos límites de la 
bifurcación Grazing (BG) se da cuando  la órbita de un 
ciclo límite ФФ se encuentra enteramente en uno de los 
campos vectoriales i o j como se presenta en la ﬁ  gura 
1a [7].  Ante un cambio de uno de los parámetros de 
α1 a  α2, el ciclo límite crece o se desplaza y un único 
punto de la órbita hace contacto en un punto Ωs(~)   
de un segmento deslizante Фs→ o Фs←.   El valor del 
parámetro en el cual se presenta el contacto de un 
único punto es estrecho, luego ante un pequeño cambio   
de α2  a  α3, la dinámica cambia como se muestra en 
la ﬁ  gura 1c.  La órbita del ciclo límite ahora está 
formada por  dos segmentos;  una parte del original y 
un segmento deslizante Фs→ que va  desde el punto de 
contacto Ωs(~) hasta el extremo Ωs(+) del segmento ya 
que,  como se mencionó, la principal característica de 
estos es que no permiten que la dinámica abandone el 
límite de discontinuidad hasta no terminar el segmento 
deslizante. La secuencia de cambio en los segmentos 
y puntos en este  ciclo es:
 
/
(~) /
(~) ( )
i
i s
i s s s

 
  
     

  
                 (6)
Donde Ф simboliza segmentos y Ω puntos,     es el 
símbolo para indicar el siguiente elemento de un ciclo 
límite,  indica que termina el ciclo y que se repiten 
todos los elementos indeﬁ  nidamente y / separa la 
descripción de un ciclo con el siguiente.
La secuencia de cambios para la bifurcación Switching 
(BS) se da continuando con el cambio de parámetro α3 
a α4,  para el cual se ocurre que el ciclo límite continúa 
haciendo contacto con el segmento deslizante  más 
atrás (es decir, hacia la izquierda) hasta que logra 
alcanzar el primer punto Ωs(-) de este (ver  ﬁ  gura 
1d).  En ese momento se presenta la bifurcación y 
con un cambio de parámetro pequeño de α4  a  α5,  la 
órbita ahora pasa de tener dos segmentos,  a tener tres 
segmentos y uno de ellos, el Ωij_ Ωs(~) ahora pertenece 
al otro campo vectorial, el j.   
Figura 1.  Bifurcaciónes Grazing, Switching y Crossing.
Figure 1. Grazing, Switching and Crossing  bifurcations.
La secuencia de cambio en los segmentos y puntos 
en este ciclo es:
(~) ( ) /
( ) ( ) /
(~)
( )
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i s s s
i s s s
i j s s
s


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    
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   

             (7)
La secuencia de cambios para la bifurcación Crossing 
(BC) se da continuando con el cambio de parámetro de 
α5 a α6,  el segmento que evoluciona en la zona Zj hace 
que el ciclo límite crezca y así  contacte el segmento 
deslizante en puntos cada vez  más cercanos de su ﬁ  nal.   
La bifurcación se da cuando el segmento Ωij_Ωs(~)   
cambia hasta que se convierte en Ωij_Ωs(+), es decir 
alcanza el último  punto del segmento deslizante, tal 
como se muestra en la ﬁ  gura 1f.  Si  el parámetro 
cambia de α6 a α7,  el ciclo límite se forma con dos 
segmentos que no son deslizantes pero que pertenecen Dyna 167, 2011 163
a diferentes campos vectoriales. La secuencia de 
cambio en los segmentos y puntos del ciclo es:
(~)
( ) / ( ) /
/
ij
ij
ij ji
i j s s
s i j s
i j
     
        
    
    
  
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           (8)
La bifurcación Adding no se presenta en el sistema 
analizado. Para más información ver referencia [8] 
2.2  El Método de seguimiento de puntos singulares 
(SPT) 
El SPT [10] [11] [12] [13] [14]  permite identiﬁ  car 41 
puntos singulares que están asociados a los 19 tipos de 
bifurcaciones locales clasiﬁ  cadas en [15] y también 
determina los puntos iníciales y la identiﬁ  cación de 
ciclos en el seguimiento de bifurcaciones globales. 
Entre ellos, los puntos Ωij, Ωji, Ωs(-) y Ωs(+),  que 
permiten generar mapas en función de un parámetro 
y determinar sectores de presencia de segmentos 
deslizantes Фs→ o  Фs←. (tal como se ilustra en la 
ﬁ  gura 5.)
3.  MODELO DE OSCILADOR ROTATIVO  DE 
DOBLE LEVA
El modelo a utilizar es una versión  ampliada del   
presentado recientemente por Paolo Casini et. 
al. en [18].  La presencia de múltiples límites de 
discontinuidad es debida al contacto de fricción 
y por la forma de las levas que a su vez produce 
bifurcaciones deslizantes en la dinámica del sistema.
Figura  2.  Parámetros del modelo.
Figure 2.  Model parameter .
Este modelo es un oscilador constituido por un disco 
principal rotativo sujeto a un torque elástico  que 
intenta restituir la posición cero y en contacto con 
dos discos auxiliares girando a velocidad constante 
como aparece en el esquema de la ﬁ  gura 2.  El disco 
principal es en si dos levas en donde cada una tiene 
un ángulo de  contacto (α o β) con cada uno de los 
discos auxiliares. Los ángulos фi y φi  indican la fase 
de las levas y de los discos auxiliares con respecto al 
ángulo  de referencia θ=0. El sistema queda descrito 
por la ecuación diferencial
2
2 ( ) r
d d
J C k f T
dt dt
   
                (9)
Por facilidades de análisis se hace el siguiente cambio 
de variables τ=ωnt. La frecuencia natural ωn es igual 
a  ωn=(Kr/J)-0.5, donde Kr es la constante del elemento 
elástico restitutivo, J es el momento de inercia del disco 
principal y C es el coeﬁ  ciente de fricción viscosa de 
los rodamientos. El coeﬁ  ciente de amortiguamiento del 
sistema es ς=C/(JKr)-0.5 y el modelo adimensional es
2
2
( )
r r
d d f T
d d k k
   
                    (10)
Donde T es el torque de fricción y f(θ) una función que 
permite mantener una entrada de energía al sistema en 
función de las variables de estado, de forma que las 
órbitas son un ciclo límite dependiente de la amplitud 
A de esta función.
2 2 ( ) s ( / )/ ( ) f A in d dt d dt      (11)
Los torques de fricción producidos por los discos 
auxiliares Ti se deﬁ  nen según la ley de fricción de 
Conti [7].   Ti=RNiUi   con  R el radio del disco, Ni   la 
fuerza normal que pone en contacto los discos y Ui el 
coeﬁ  ciente de fricción.
1
si ki
ki i
i R
u u
u U
p V
         
                  (12)
con 
R
0
=    (V )
i
T Ti sig          (13)
Ri i i v r R           (14)
Teniendo dos valores para  i  en este ejemplo, hay 2i 
sub-espacios con  ecuaciones de segundo orden  para 
describir la dinámica. 
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2
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r
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 
 
 
 
1 1 1 2 2
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/ (16)
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r
r
r
r
f g T g T k
f g T g T k
f g T g T k
f g T g T k
  
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Donde  gi(θ,q) es una función discreta que  relaciona 
el perﬁ  l de las levas del disco principal y depende del 
vector de parámetros q (α,β,φ,ф) y p (ς).
Los límites de discontinuidad que dependen de la 
velocidad son:
 
 
1 1
2 2
: : 0 (20)
: : 0 (21)
n
R
n
R
x R v
x R v
   
   
                                                             
La validez de los sub-espacios Di son:
 
 
 
 
1 1 2
2 1 2
3 1 2
4 1 2
: : 0 0 (22)
: : 0 0 (23)
: : 0 0 (24)
: : 0 0 (25)
D x D
D x D
D x D
D x D
     
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     
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Figura 3. Distribución de campos vectoriales de acuerdo a los valores de ω para hacer  VR=0.
Figure 3. Distribution of the vector ﬁ  elds according to the values of ω to make VR=0.
Dependiendo del valor de ω en el cual se presenta una     
vR=0, se estructuran diferentes  campos vectoriales 
como los que se presentan en la ﬁ  gura 3a, 3b y 3c.
Al hacer el análisis más profundo, se tienen en cuenta 
todos los posibles campos vectoriales producidos por los 
cambios de las funciones  g1(θ,q) y g2(θ,q). Estos nuevos 
campos, a diferencia de los anteriores,  tienen límites 
de discontinuidad deﬁ  nidos por la posición angular.  La 
función g1(θ,q) es igual a 1 si existe contacto entre la 
primera leva del disco principal y el disco auxiliar δα.  Si 
no existe contacto, g1(θ,q)=0. De acuerdo a lo anterior:
  
1
1 1 1 1
1
1
1 1
( , )
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T
F
g si
g g si
 
         
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q
q       (26)
En una forma similar para  g2(θ,q)
2
2 2 2 2
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Introduciendo (26) y  (27)  en   (16), (17), (18) y  (19)   
resulta que el contacto y no contacto entre discos 
incrementa el número de campos vectoriales así:
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De estas 16 ecuaciones, algunas son equivalentes por 
lo cual el conjunto se reduce a 9 funciones diferentes.
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De acuerdo al valor de los parámetros es posible 
obtener una división del espacio de estados en entre 
3 y 8 campos vectoriales. En la ﬁ  gura 4 se aprecian 
algunas de las conﬁ  guración posibles.
Figura 4.  Distribución de los campos vectoriales de acuerdo a los valores de ω, α, β, фi y φi.
Figure 4. Distribution of the ﬁ  elds vector according to the values of ω, α, β, фi y φi.
4. EJEMPLO.
Para ilustrar la complejidad dinámica de un sistema 
mecánico relativamente simple, se presenta el 
ejemplo del oscilador rotacional con las siguientes   
características: α=171.8871 grados (3.09 rad), 
β=171.8871 grados (3.0 rad), ф1=302.7043 grados 
(5.2831 rad), ф2=246.00 (4.2935 rad), φ1=0, φ2=0.   
ω1=15 rpm (1.5708 rad/s) ω2=-21 rpm (-2.1991 rad/s),   
J=0.0548 kgm2, Kr =2.62 Nm/rad, C= 0.05 Nms/rad, 
Ni=49 N,  R=0,12 m y ri = 0,12 m .  µsi=0.65,  µki=0.35 y   
pi=15  son los coeﬁ  cientes para calcular el coeﬁ  ciente 
de fricción Ui [18]. 
Con las anteriores condiciones el diagrama de fase  se 
divide en 8 campos vectoriales  como se  presenta en 
la ﬁ  gura   4f y 5b.     
Figura 5.  a)  Mapa  =1.5708  b) Distribución de campos vectoriales A=0.3  c) Mapa  =-2.1991
Figure 5. a)  Map  =1.5708  b) Vector ﬁ  eld distribution  A=0.3   c) Map  =-2.1991
Determinar los valores de los parámetros en los cuales 
se presentan bifurcaciones en un sistema complejo usando 
el método de fuerza bruta demanda un gran esfuerzo 
computacional, en tiempo y memoria. El método SPT 
brinda una primera aproximación a su ubicación [12].   
En las ﬁ  gura 5a y  5c  se presentan los mapas de los 
segmentos deslizantes Фs→ y Фs←  de los cuales se inﬁ  ere 
donde comenzar la búsqueda de bifurcaciones. El ejemplo 
seleccionado adicional a las bifurcaciones deslizantes 
BG, BS y BC presenta otros tipos que no serán listadas. 
Se trata de bifurcaciones por cambio de número de 
campos vectoriales que visita un ciclo límite y las nuevas 
bifurcaciones presentadas por Casini  (exchanging, 
sticking disappearance  and NS Fold Bifucations) [18]. De Luque et al 166
2.3  Bifurcaciones en límite de discontinuidad entre 
campos vectoriales fv11-fv21,   fv12-fv22, fv 21-fv41 
y  fv23-fv43
Para valores de A inferiores a -0.299 se presentan 
ciclos límites sin segmentos deslizantes cuyo 
tamaño depende del parámetro A.  El procedimiento 
seguido por el método SPT para ciclos es iniciar 
una integración al mismo tiempo que detecta 
la secuencia y tipo de elementos que presenta 
la órbita. También al mismo tiempo compara la 
secuencia de cambios con los patrones dados 
para cada una de las bifurcaciones BG, BS y BC.   
A medida que se completan ciclos límites sin 
bifurcaciones se va incrementando el valor de la 
variable A hasta que el comparador de cambios 
de ciclos detecta un cambio que condujo a una 
bifurcación. En la ﬁ  gura 6 se presenta la órbita 
de seis de las once bifurcaciones deslizantes 
presentadas.  En la tabla 2 se presentan secuencias 
de las tres bifurcaciones detectadas en el LD 
fv11-fv21  y en la tabla 1 los valores del parámetro 
A donde se dan cada una de todas bifurcaciones. 
Tabla 1.  Valores de A en bifurcaciones.
Table 1. A values for biburcations.
LD 11-21 12-22 21-41 23-43
BG
-0.299
0.100 0.000 0.100
Fig. 6 a 6 d
BS
-0.150
0.328 0.720
0.720
Fig. 6 b 6 e
BC
0.620
1.420 1.630
Fig. 6 c 6 f
En el LD   fv23-fv43 en valores de A=2.5 aún no se ha 
dado la bifurcación Crossing y para valores superiores 
no existen ciclos límites.
Figura 6. Orbitas de ciclos límites en los valores donde se presentan las bifurcaciones.
Figure 6. Cycle limit orbits  with the values where bifurcation are presented.
5.  CONCLUSIONES
En este trabajo se analizaron las bifurcaciones 
no suaves no convencionales  en un sistema con 
múltiples límites de discontinuidad.  El método de 
seguimiento de puntos singulares (SPT) demostró 
que es una herramienta que sirve en la detección  de 
los puntos iníciales de los ciclos y la determinación   Dyna 167, 2011 167
de los cambios en la secuencias de los ciclos límites. 
Un oscilador rotativo de doble leva fue el modelo 
analizado. Los resultados indican que esta es  una 
metodología útil para analizar otros sistemas no 
suaves complejos.
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Tabla 2.   Secuencias de ciclos límites para bifurcaciones en LD fv11-fv21
Table 2.  Cycle limit sequences for bifurcations in LD fv11-fv21
A Secuencia del ciclo límite
-0.299        
         
22 00 22 11 21/22 22/00 00/22
21 23 00 23 22/21 11/23 23/00 00/23 23/21
a a b
c a b b
     
         
a b
21 21 /21 Ö Ùs(~) Ö         
       
-0.15
         
         
21 22 00 21/22 22/00
22 21 23 00 23 00/22 22/21 21/23 23/00 00/23
a a a
b b a b b
    
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11/21 11/21 11/21 Ùs(-) Ös Ùs(+)       
         
0.62
         
           
     
11 00 22 23/11 12/22 12/22 12/22 00/22
41 22/41 21/41 21/41 21/41 23/43 23/43
23 00 23 23/43 23/00 00/23
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
a a b
a
b b
s s s
s s s s s
s
         
         
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